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Le linee si dividono in rette ed in curve; combinandole formasi una 
terza linea la quale dicesi spezzata mistilinea : pertanto retrocedendo 
come fra le mistilinee e le curve insorgono le curvilinee così fra le 
curve e le rette insorgono le rettilinee che si dicono anche spezzate 
senza altro aggiungere. Di una qualità di queste ultime intendesi bre- 
vemente di trattare. Desse sono con parzialità coltivate specialmente 
se riduconsi a produrre i poligoni. Che se in tale stato si dimentica 
e ti trascura' Torìgine mentre, non essendo ne la retta ne la curva, 
si manifesta quasi imperfetta , non si deve prestar fede.ad una tale 
apparenza. Si sa principalmente quanto vantaggio apportarono alle 
curve quantunque con calcolo per verità beh astruso di piccolezza 
senza limiti, infinita. Che se meglio conoscere si voglia soltanto il ca- 
rattere di una operazione geometrica , avviene che le spezzate stesse 
negli stessi poligoni favoriscono all'intento. Cosi se, per esempio, 
si abbassi una normale dall' angolo retto di un triangolo rettangolo 
non si ha che divisione del primo in due simili al primo : ma po- 
tendosi continuare simili divisioni, si vede che in sostanza, quan- 
danche non si rifletta alla possibilità di operare in ogni senso , non 
trattasi che di una spezzata la quale procede con data legge fino a zero 
^ avendo due lati del triangolo primitivo per limiti del suo per cosi dire 
moto ad ogni istante meno spazioso e che si perde nelF immaginazione 
e che tende con sempre maggiore grandezza all' infinito se si operi in 
senso inverso giacché non si esce dai mentovati limiti. Si osservi ancora 
come le spezzate servano a dare unità geometrica. Per esempio la tan- 
gente e la secante compariscono cose disparate nel circolo : frattanto 
per maggiore chiarezza si prenda non più che un punto della circon- 
ferenza per luogo di principio e di ritorno continuo di una spezzatafor* 
mata da una corda la quale protratta come base fuori del circolo e pie- 
gata in seguito in angolo retto fornoia un rettangolo di qualsivoglia al« 
tazza e che si riproduce mediante corde sempre minori le quali partono 
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dallo stesso pantoda cui risulterà una spezzata in certo modo centraliz- 
zata. Col riferito andamento Tarco per l'eguale curvatura è diviso a 
metà dalla tangente se questa per caso dal rettangolo fu prodottae giun- 
gerà intine ad essere zero e zero la corda , ed il rettangolo mediaote il 
quarto lato si confonderà col diametro : ma intanto siccome le corde fu- 
rono protratte in qualità di secanti succede che la tangente nel punto 
di centralizzazione è la secante medesima normale al diametro gìaccliè 
ìd esso rimane del parili centro di curvatura : nel tempo stesso la base 
del rettangolo divenuta tangente sarebbe zero se la secabte non fosse 
niente più che la corda, osservazione che addimostra l'intimo rap- 
porto della secante colla tangente per effetto del rapporto fra il dia- 
metro la corda e l'arco e di tutto ciò essendo legame e fondamento 1 a 
spezzata rettangolare. Ma non ad altra qualità delle rettilinee si d i- 
visò di attendere che alla prodotta dal moto del cavallo degli scacchi 
allorquando con i suoi salti i quadrati tutti-delio scacchiere ad uno ad 
UDO percorre. Ne dire si potrebbe, se pur alla fisica l'investigazione 
enunciala si bramasse applicare, che non si avrebbe immediata lu- 
singa. Cosi la linea generata in sì fatta guisa nello spazio tutti occu- 
pandone con andamento intralciato ma prefisso gli spazi elementari 
sembra unirli con altra legge ben diversa dall'ordinaria di attrazione : 
così ancora in meccanica gli angoli di incidenza e di riflessione che 
si inferiscono dai salti indicati comparirebbero di applicazione non 
infertile. Peraltro non solamente non si ha in mira di penetrare in 
tali lucnbrazioni ma inoltre sì ragionerà sul!' argomento nella ma- 
niera che le linee ed i numeri offrono la piii simplice. Del resto il 
presente lavoro non fu intrapreso che per divagamento In una costante 
meditazione la quale tendeva a trovare la macchi na del moto intrin- 
secamente continuato o come abusivamente si dice, macchina di 
moto perpetuo, invenzione a cui pervenni; onde l'opuscolo stimo- 
lato dalla sua compagna aderì a non rimanere totalmente ignoto. 



Nel giuoco degli scacchi si ha come cosa indispensabile 
la varietà della forma dei pezzi che lo compongono poiché 
diversa legge di molo a percorrere lo scacchiere ad ogni 
diverso pezzo fu attribuita. Devonsi qui rimarcare sol- 
tanto i moti deir alfiere e dell' altro pezzo a cui si da il 
nome di torre» A tal fine pongasi mente al modo di ade- 
isione fra esse delle caselle dello scacchiere , e si vedrò che 
Tuna air altra è contigua o mediante un angolo, il che 
forma di casella in casella un cammino sulla retta formata 
dal contatto delle diagonali , o mediante un lato, il che 
forma di casella in casella un cammino fra due parallele, 
n primo di tali moti fu attribuito al alfiere per quanti 
passi o meno di quanti passi è possibile , il . secondo 
alla torre e colla stessa legge. Fu combinato l'uno con 

l'altro moto per attribuirlo al pezzo che ha forma e 

I 



nome di cavallo , ma la coml)inazìone fu la più semplice^ 
poiché fu composto del passo il più corto dell' alfiere 
e del passo il più corto della torre , o vice versa il che è 
chiaramente la medesima cosa, così che risultò che 
il passo del cavallo degli scacchi è sempre il medesimo o 
per meglio dire della medesima dimensione. Per definire 
pertanto il moto del cavallo potrà dir» che consiste nel 
passaggio d' una ad un' altra casella saltando le due che 
sono intermedie alle altra due e che sano con Tuna e con 
Taltra di esse e fra loro stesse in contatto. Si conosce 
adunque che geometricamente parlando il salto del 
cavallo degli scacchi è una retta che dal centro di un 

i 

quadrato va al centro di un altro quadrato eguale 
ed in modo o vice versa., a formare con la lunghezza di 
due lati la lunghezza e con un lato l'altezza di un 
rettangolo di cui diviene la diagonale per cui più 
esplicitamente può dirsi che è l'ipotenusa di un triangolo 
rcaangolo di altezza doppia della base. Che se facciasi poi 
attenzione alle diagonali delle caselle o piccoli quadrati 
' si vede che il triangolo rettangolo diviene di altezza 
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tripla della base poiché è formato di una diagonale e 

mezza dei piccoli quadrati. Questa seconda maniera deve 
oltremodo fissare l'attenzione poiché dovendosi conside- 
rare il salto del cavallo soltanto nel caso in cui può 
ad una ad una occupare le 64 caselle se ne ottiene di 
occuparne 4 in forma di losanga nella 4** parte di quadrato 
o quarta parte dello scacchiere. Ne peraltro si potreU^e 
trascurare il primo triangolo vale a dire quello di altezza 
doppia della base poiché si vede in primo luogo che me-* 
diante esso il salto del cavallo giova ad escire dalla losanga 
senza escire dal quarto di quadrato, e che in secondo 
luogo sommando il vertice del detto triangolo col vertice 
deir altro si hanno chiaramente ^5 gradi di maniera che 
apprendesi che due salti di cavallo i quali partono da un 
medesimo punto possono formare anche Fangolo di 90 o 
retto. Adunque nel quarto di quadrato oltre la losanga si 
ottiene un quadrato della medesima lunghezza di lati 
e non solamente in ciascuna quarta parte dello scacchiere 
si potranno ripetere e perciò alternare le due figure 
geometriche ma inoltre con raltemazione di due losanghe 
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e due quadrati e di due quadrati e due losanghe si po- 
tranno rendere successivi i 3i salii in aspetto elegante 
come si può osservare nella tavola i". Empita con tale 
primitiva e fondamentale operazione la metà del nu- 
mero delle caselle dello scacchiere pongasi mente alla 
disposizione in certo modo simmetrica dei 3i salti e sark 
piacevole di apprendere che une seconda tavola [v. la 3'. 
tav : ] sarà permesso di formare procedendo collo stesso 
metodo della prima e così senza aver bisogno nel giro di 
alcuna delle Sa caselle già occupate, occupare le Sa 
rimanenti. Gioverà inoltre combinare le due tavole per 
vedere l'intreccio che occupando l'intero scacchiere dalle 
due operazioni riunite risulta [ v. t. 3*. ] nel formare 62 
salti del cavallo divisi in due parti di 5i salti per ciascuna. 
Formato così l'intero giro dello scacchiere ed avendosi 
interruzione di salti di cavallo dall' una all' altra metà 
del numero totale delle caselle si è ben lungi o almeno 
sembra di- essere ben lungi dall' evitare la detta inteiTu- 
zione a fine di percorrere le 64 caselle consecutivamente 
con una sola spezzata risolvendo per tal modo geome- 
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tricamente il problema dei 63 salti successivi e diversi. 

Frattanto sembra opportuno di osservare che non si è for- 
mata la seconda spezzata a cagione che la prima non 
poteva continuarsi o che almeno continuandola non 
presentava indizj di buon successo, ma si è avuto in mira 
di non trascurare della prima un' imitazione che si 
presenta a colpo d ' occhio. È ben vero che non poteva 
continuarsi ricominciando nel primo quarto di quadrato 
ma se in vece si va al secondo apparisce si può conti- 
nuando fare altrettanto nel solo primo quadrato. Inoltre 
da questo passando al quarto quadrato è duopo lasciar 
ivi non occupata la losanga ma immediatamente si vede 
che occorre occupare precedentemente ad essa la losanga 

del terzo e cosi si ha felicemente e senza alcuna incer- 
tezza il quadrato del terzo per finale della spezzata, 
e COSI rimangono adempiti in modo successivo come 
volevasi i 63 salti e per conseguenza occupate le 
64 caselle. Deve osservarsi in primo luogo che lutto 
ciò vale a dire l'intero giro si ottiene col fare eccezione 
all' alternazione dì losanghe e quadrati soltanto dopo 
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le i6 prime caselle : in secondo luogo è di importanza 

fondamentale l'osservare che mentre non si cercava che 
l'intero giro e cos\ risolvere il problema dei 63 salti 
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successivi e diversi si è presentata spontaneamente la so- 
luzione dell' altro più elegante problema dei 64 salti suc- 
cessivi e diversi, vale a dire allorché l'ultimo salto va ad 
occupare la prima casella e cos\ rendendo la spezzata 
rientrante in se stessa la produce senza termine e senza 
principio come nella T. 4** Provveduto per tal modo all' 
intero giro mediante le due sole figure geometriche del 
quadrato e della losanga si è non solamente avverata in 
maniera semplice e chiara la possibilità del detto giro, ma 
inoltre il fin qui detto ci fa riguardare come cosa già ot- 
tenuta,eche perciò rende superfluo di qui addure precisa 
locuzione di geometria, la rigorosa e geometrica dimostra- 
KÌone dei 6^ salti del cavallo degli scacchi. Per corredare in- 
vece con qualche osservazione le cose esposte pongasi men- 
te alle rette che si formano ed agli angoli che ne risultano. 
I salti del cavallo presentano in qualsivoglia caso o una li- 
nea retta ^ o uno linea retta multipla della prima , o uno 



di due angoli ottusi, o uno di due angoli acuti, o uno di 
due angoli retti e sempre con lati eguali o multipli della 
retta prenunciata ; di maniera che non ometteremo di ri- 
ferire che se per un istante si volesse immaginare in ciasr 
cun quadrato unità elevato un piano in guisa che un corpo 
elastico urtando in esso dovesse o parte o tutti percorrere 
i quadrati unità anche in caso di ritorno al punto di 
sua partenza, a ciò ottenere soli cinque modi diversi nella 
disposizione dei piani relativamente al punto di ciascuna 
partenza sarebbero sufficienti per avere ogni angolo di 
incidenza e riflessione, che anzi i modi ridurrebbonsi a 
tre : infatti apparisce che la base del piano sarebbe paral- 
lela a due lati del quadrato unità per la losanga più 
corta 9 sard^be sulla diagonale di esso per l'altra lo- 
sanga, e nel caso poi d'angolo rettangolo d'inciden- 
za e riflessione la detta base dovrebbe essere com- 
presa fra • le altre due. A schiarimento di questo terzo 
caso sia, per esempio, in 4 (T. 7*.) l'angolo retto di in^ 
cidenza e riflessione , i lati dell' angolo detto termine- 
ranno in 4i e in 3, ed intanto vedesi che è composto 
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dei due acuziangoli diversi delle losanghe, cosi che, come 
è noto, un acuziangolo all' altro è complemento : in se- 
guito se per bipartire i 90 gradi si immagini condotta dal 
centro del quadrato 4 una retta non solo dessa dovrà es- 
sere compresa nell' acuziangolo più grande 5, 4, 3, ma 
di più passerà per i punti d'incontro dei quadrati 42 , 2 , 
il che facilmente si conosce immaginando condotta dal 
centro suddetto del quadrato 4 una seconda retta che va- 
da ai punti d'incontro dei quadrati 47, i : sì concluderà 
pertanto che la base o retta di cercata posizione è una 
diagonale del parallelogrammo formato dai quadrati 47, 
4, 45» Non ometteremo inoltre di aggiungere come mentre 
l'alternare gli acuziangoli delle losanghe non darebbe 
che il giro o spezzata chiusa ed a forma stellata degli 



otto numeri circostnati ad uno, combinando gli ottu- 
siangoli e gli angoli retti formerebbesi un esagono ; 
alternando poi gli ottusiangoli nascerebbe una spezzata 
chiusa di salti di cavallo in forma di ottagono nel 
(juale vedrebbesi che gli angoli più grandi sono tali a 
motivo che hanno dal centro dell' ottagono la distanza di 
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sole due diagonali del quadrato unità ( T. 5*, T. 6*). Ma 

lasciando tali geometriche considerazioni or che sono 

t 

state trovate con esse i 64 salti e di geometrica evidenza 
provveduti sarà opportuno di sostituire i numeri alle 
linee cosicché scritta l'uni tk nella casella di principio si 
avrà il numero 2 nella seconda o primo salto, il numero 
5 nella terza o secondo salto e cosi in seguito^ed in talgui: 
sa nella 64"* o 63"° salto si dovrà scrivere 64 per ultimo 
numero come nella tav: 8*. Per tanto 64 numeri occupe- 
ranno in modo promiscuo tutto lo scacchiere, e la serie dei 
numeri naturali a motivo degli angoli di incidenza e ri- 
flessione che la formano può dirsi serie riflettente la 
quale vedesi portar qualche rimedio al difetto di man- 
cans^ di continuità nell' ordinaria disposizione di nume- 
ri in tavole, per non dire alla languida monotonia di 
distribuzione : ne potrebbe non giovare la varietà nel- 
la detta distribuzione poiché apre un campo di investi- 
gazione nella teoria dei numeri in tavole o superficie. Qui 
poi come più opportuno all' intento pongasi mente alla 

situazione alternativa di numeri dispari e pari che 

3 
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involontariamente presentasi in tutto Io scacchiere. A 

tal uopo si conosce che per andare da una casella ad un' 
altra contigua alla prima mediante un lato si avranno 

■ 

numeri impari e pari alternativamente per tutto il giro 
ma i salti saranno di numero sempre impari giac- 
ché un numero pari deve essere sempre scritto nelP 
ultima casella a motivo della sua situazione relati- 
vamente alla prima casella. Ed infatti il salto del 
cavallp degli scacchi secondo la sua definizione pro- 
duce un numero impari ed un numero pari in situa- 
zione favorevole alla distribuzione alternativa di impari 
e pari sullo scacchiere il quale essendo d'ordinario dis- 
posto in alternazione di caselle bianche e nere può 
colle due qualità rappresentare le due altre di numeri. 
Ne si può immaginare che gli angoli derivanti dalle 
tre figure geometriche, cioè due losanghe e un qua- 
drato , possano talvolta pregiudicare all' alternazione , tali 
angoli derivando dalla data definizione. È conseguen- 
temente impedito di disporre due salti di cavallo in 
triangolo, e cosà alterare l'alternazione. In sostanza nella 
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serie di. numeri ordinar) e perciò alternativi che si 
forma col giro ideato potrebbe avere ostacolo la situa- 
zione di un numero o per se stessa o per quella di 
alcuno dei precedenti : al primo caso osta la definizone, 
al secondo il legame per ipotesi successivo di altemazio- . 
ne e di geometrica disposizione $ in maniera che l'ultimo 
numero cercato sarà pari qualunque siasi il giro anche 
se vogliasi tornare talvolta a qualche casella già occupa* 
ta : del resto vedrebbesi di fatto che è pari median- 
te il minor numero possibile di tre salti vale a dire 
di quatro soli termini della serie naturale : pertanto 
da una casella non si può andare ad un' altra con- 
tigna alla prima mediante un lato, che nel caso di 
un numero impari di salti , come un numero pari con- 
durrebbe ad un' altra contigua alla seconda mediante 
un lato; quindi i numeri pari e così pure gli imparisi suc- 
cedono solamente lungo le diagonali delle caselle il che 
da l'alternazione di impari e pari o vice versa tanto nei 
ranghi orizzontali che nei perpendicolari dello scacchiere. 
Ciò premesso e riguardato come bastantemente dis- 

2.. 
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cusso mediante la geometria il giro di 64 salti si ri- 
fletta che si è trovato allorché solo 63 si avevano 
in mira, quindi si torni a tale primitiva ricerca or 
che i numeri adoprati invece di linee ofirorio di ren- 
derla abondantemente profittevole. E realmente vedesi 
in un subito come possa permutarsi l'ultima casella, 
poiché da 64 potendosi saltare, per esempio, a 11, 
a 25, etc. è cosa evidente che si avrà per terminare 
a II il giro I a 11,64 ci 12, e per terminare a 25 
il giro I a 25, 64 a 26 : ma conviene risolvere in suo 
più vasto senso il problema proponendo di cominciare 
in qualsiasi casella ed in qualsiasi terminare fatto il giro 
totale dello scacchiere. Intanto si sa che é cosa sufFicien- 
te il fissare il principio negli impari e che dovendosi 
moltiplicarli in 32 si trovano 1024 casi possibili e tutti 
diversi almeno in apparenza. Si sa pure che un punto si- 
tuato in una delle due diagonali di un quadrato ha tre 
altri punti in situazione analoga ; che non deve dirsi lo 
stesso di un punto che non sia in una diagonale o ad 
egual distanza delle due, poiché intal caso il punto ne ha 
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7 in situazione analoga. G)nseguentemente e dovendosi 
escludere la metà dei 64 numeri giacché sono pari , 
ne risulta che dei Sa impari gli otto sulla diagonale si ri- 
ducono a 4 6^ i ?4 restanti si riducono alla ^, parte 
cioè a 6 : pertanto presi per regolarità tali io numeri 
in una quarta parte di quadrato formata da due mezze 
diagonali, si otterranno, se vuoisi, per tutti i casi possibili 
di principio i seguenti della tavola i , 4? ? 4^ 9 3 , 49 > 
7, 43, 29, 59, 27. Ridotti a IO i principj conviene molti- 
plicar IO per 32 ed i 1024 casi non sono ora più che 32o. 
Ma si ha . ancora altra riduzione : ed infatti in primo 
luogo ai 4 numeri in diagonale i, 4? 9 4^9 3 non 
appartengono che 64 numeri di finale cioè 16 per cias- 
cun principio essendo simmetrici i 64 rimanenti ed 
evidentemente superflui : in secondo luogo si tomi di 
nuovo a considerare la situazione analoga dei numeri, 
ma prima si è avuto riguardo agli impari relativamen- 
te agli impari , qui poi deve aversi riguardo agli impari 
relativamente ai pari. Infsttti è chiaro che trovato, per 
esempio , il giro di i a i o è inutile di cercare il giro di 
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45 a 4o giacché ^5 è in situazione analoga aio come i 
è in situazione analoga a 4o : e per i numeri che non sono 
nella diagonale , se si conosceranno, per esemj^o, i 4 giri 
dì 5g a. ^2 j Si 6,9. 20,a62 numeri ^pson analoghi all' im- 
pari 27 apparirà superflua la ricerca dei 4 giri di 27 a 
46 , a 4B9 a 22 , a 24 numeri pari analoghi all' impari 5g. 
Per conseguenza se procedasi nelF ordine indicato i , 47 9 
45, etc. ad I apparterranno 16 6nali, a 47 i5, a ^5 i^, 
a 5 iS, a 49 ^4' A 7 ^o, a 43 16, a 29 12, a 59 8 a 27 4 
14^ casi in tutto; il che equivale ad ammettere per cias- 
cun principio le finali analoge a quei che lo seguono, ad 
ammettere in modo inevitabile le analoghe al detto prin- 
cipio non avendosi sostituzione di due altri numeri, ed a 
togliere infine le analoghe ai principj precedenti. Avendo 
cosi giovato in secondo luogo alla riduzione rimane 
in terzo luogo un' altra osservazione per condurla a 
compimento. E realmente l'analogia di situazione si è 
considerata soltanto rapporto alla simmetria ed alla sos- 
tituzione di due altri numeri estremi, ma può sos- 
tituirsi al numero finale anche senza simmetria quan- 
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tunque ciò non apparisca a colpo d'occhio. Infatti se 
scelgasi, per esempio, 27 sarà la stessa cosa il terminare 
a 42 ovvero a 62. Si può adesso stabilire il numero 
preciso dei casi opportuni che da 142 riduconsi final- 
mente a i36 cioè a ii5 casi di 63 salti, posti se- 
paratamente 2 1 casi di 64 salti. Conseguentemente per 
qui inserire non tutti i casi immaginabili ma quelli nei 
quali sono circoscritti ed ai quali conviene aver riguardo 
come realmente diversi si potrà formare l'elenco seguente. 
Da I a 4^9 ^ ^^9 ^^^* Da 47 ^ 20, a 22, etc etc. etc. 
Somma ii5. Da i a 2, a 14? 6tc. etc. etc. Somma 21. 
In lutto i36. Per quanto i giri sieno in tal modo ris- 
tretti a ben minor numero di quel che appariva ri- 
mane nonostante una folla di condizioni alle quali 
necessita potersi soddisfare se il problema in ogni in- 
contro dèvesi ammettere come possibile. Prima adunque 
di passare alle soluzioni ad una ad una, si esamini 
a (ine di facilitarle qualche generalità che nel loro 
insieme non saprebbero mancar di presentare. Qua- 
lunque siasi l'origine, qualunque il compimento pre»- 
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crino, se tali due numeri estremi non sieno natural- 
mente consecutivi fra loro, dall' uno all' altro si passerà 
mediante due speziate in nessuna parte identiche , cioè 
mediante due serie riflettenti che non hanno alcun 
termine eguale. Per un qualche esempio se da i si 
vada a 38 si avrà la riflettente diretta 2 a Sy , e 
l'inversa 64 a 69, trascurando cosi come cosi più 
chiara i due termini estremi comuni alle due serie. 
Giova molto il considerar cosi in due parti distinte 
e risultanti dai 64 salti l'intero giro dello scacchiere 
relativamente a due numeri fissi. Il più semplice 
dei ripieghi che ne risulta per servire alle soluzioni 
cercate , consisterà chiaramente in non dipartirsi 
dalle due dette serie e in tal modo condurranno 
esse ad eflfetto favorevole se dal primo o dall' ultimo 
termine dell' una si potrà aver passaggio all' ultimo 
o al primo dell* altra. Cosi se cominciando in 4^ 
vogliasi terminare in 24 si trova che l'ultimo termine 
25 della riflettente inversa combina col primo ^ 
della diretta : quindi mediante le due sole 43 à 25 
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e 44 ^ ^4» I a ^4 si perviene alla soluzione bramata 

la quale consiste nel giro, serie composta o formula 

45 a 25, 44 a ^4 9 ' a 24» Un altro ripiego ben semplice 
ma che peraltro aggiunge una serie dividendo in due 
una delle due, consiste pertanto nelF interpome una 
mediante il primo e Fultimo suo termine fra due ter- 
mini dell' altra : cosi per ottenere l'intero giro di 27 
a 6 potendosi interporre la riflettente inversa 26 a 7 
fra i numeri 3i e Sa della diretta apparisce all' uopo 
la formula 27 a 3 1, 26 a 7,. 32 a 64» i a 6. Quando 
si ha una spezzata chiusa, o riflettente di termini es- 
tremi in combinazione , risulta elegante maniera di 
pervenire all' intento, siccome per qualsiasi coppia i 
termini consecutivi della serie, in tal guisa priva di 
origine addivengono estremi nell' opportunità. Vogliasi 
avuto principio in 49 aver fine in 28. L'inversa 48 
a 29 è, come vedesi, una spezzata o riflettente chiusa : 
ma presa come serie diretta .da 34 a 48 e passando 
mediante 48 al residuo di essa divenuto pure serie 
diretta, 33 e 34 saranno opportuni numeri interposti 

3 



18 

fra 63 e 64 della riflettente non considerata e di- 
retta 5>o a 64, I a 27. Tali 4 riflettenti danno im- 
mediatamente la cercata soluzione 49 a ^3, 34 a 48, 
29 a -33 , 64 , I a 28. Nel seguente esempio di 43 a 
46 non compariscono che tre sole serie giacché non si 
ha interposizione ma si aggiunge il termine finale ^6 
al 47 e se ne forma una serie inversa da due dirette 
preceduta r per la qual cosa si ottiene 43 a 45 , 4^ 
a 64, I a 43, 4? ^ 4^' Talvolta si approfitta della 
figura geometrica della losanga o del quadrato giacché 
nei quattro termini che ne risultano il primo col quarto 
combina ed in tal guisa emerge una nuova serie e 
permutazione nelF ordine delle cifre. Serva l'esempio 
43 a 56 il quale con 5 serie presenta la composta 

43 a 44? ^9 ^ ^7» ^^ ^ ^4? I ^ 42» 47 a 45» 48 a 
56» Anche senza l'uso delle losanghe e quadrati si 

suddivide vale a dire si formano più serie colle due 

fondamentali e si inverte all' uopo. Conseguentemente 

se da 45 vadasi a 2 si incontra la composta 45> a 34) 

63 a 4^? 33 a 26, i, 64, 25 a 2. Neil' esempio 7 a 
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I, 64 a 53, 8 a i8, aS a 19, 52 a 24 vedrebbesi 
chiaramente combinato il ripiego di inserire una serie 
fondamentale fra due termini dell' altra con ciò che si 
è detto precedentemente, vale a dire col suddividere 
ed invertere. In generale può dirsi che il suddivi- 
dere invertendo o non invertendo forma la conse- 
guenza ed il sostegno dei ripieghi precedentemente es- 
posti i quali altrimenti sarebbero spesso insufficienti 
e non entrerebbero in combinazione fra loro. Per ri- 
portare altro esempio nel seguènte non solo si avrà 
quanto nel precedente ma di più vi comparirà adoprata 
la losanga. Infatti 49 conduce a 20 mediante ^g a. 52.^ 
21 a 53 ,46 a 48, 45» a 34 9 53 a 64, i a 20. Tali sono 
i ripieghi tale il sistema che adottato non solamente 
conduce con facilità e quasi a colpo d'occhio alla for- 
mazione di tutte le i36 formule, ma inoltre iiì detta 
ricerca non si ha d'uopo in nessuno dei casi di oltre- 
passare il numero ben ristretto di 6 serie. A tale og- 
getto si consultino le tavole 9, io, 11, 12 le qìiali 

palesano tutte le bramate soluzioni. Non è forse su- 

3.. 
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perfluo di aggiungere che le dette formule si potrel>- 
bero anche per mezzo di linee rette rappresentare in 
guisa che se non ne risultasse vantaggio nel formare 
le une colla scorta delle altre, risulterebbero per lo 
meno visibili gli usati ripieghi in modo istantaneo e 
più generale : si porrebbe a tale oggetto una linea 
retta nella stessa direzione di alcuna delle precedenti 
solo allorquando dovesse considerarsene come sempli- 
cemente staccata a motivo di numeri che natural- 
mente fra loro succedevansi. Per maggiore chiarezza 
vogliasi interprendere il giro di 4^ a 6; comparirà la 

formula 4^ a 4^9 44 ^ 49» 4^ ^7» ^^ 3i^4» i a ^ 
che sarà pure espressa e contenuta nelle 4 seguenti 
rette alternative — — : darebbe invece la for- 
mula 49 a 4^9 17 a 8, 39 a 18, 57 a 64) 1*7, 
5o a 56 le rette t~ : se poi abbiasi l'esposta 
7 a I, 64 a 53, 8 a 18, 23 a 19, 52 a 24 si pone 
~ ~ protraendo la terza linea ne più ne meno 
della seconda se vuoisi indicare che all' ultimo nu- 
mero della 2'. serie aderisce regolarmente l'ultimo 
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della 3.'. Da ciò deducesi facilmente che rapporto alle 

losanghe e quadrati esprimendo tre numeri con una 

retta più corta, l'addotta formula di 4^ a 56 è rap- 
presentata mediante -— : e finalmente se 

vogliosi ammesso il punto pa: indicare il numero unico 
di una serie, in cui tutti gli altri sono zero, preso il 
giro di 29 a 24 si otterrà la figura ^ in- 
vece dei numeri 29 a 64? ^5, 28 a 26, i a 1^, Ma 
poco sarebbe l'aver soddisfatto in modo semplice e spedito 
a tutti i i36 casi, poco sarebbe l'aver riconosciuta come 
possibile la soluzione del problema per qualunque siasi 
casella di orione e di termine, se di tale possibilità 
ritrovata , per cos\ dire , a caso non emergesse con mate- 
matica rigidezza la dimostrazione. Apparirà pertanto co- 
me cosa indispensabile di intraprendere ad esaminare 
e ad effetto se non per altro di semplice esperimento la 
formula generale i a 64 <lalla quale si è già veduto ema- ^ 
nare qualche altra soluzione del problema in modo evi- 
dente e spedito; Si sa in&tti che 64 mediante i numeri 
circostanti, con i quali combina, 1 1, 23, 25, 33, 37, 61 
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conduce alle formule o giri di nuova finale, i a 1 1 , 64 a 

12,2®. I a 23,64 a 24? 3^ I a 25,64 a 26,6 co^i in seguito 
alle finali 34 ? 38,62 : è cosa evidente che può a motivo dei 
numeri estremi i , 64 che sono in combinazione aggiun- 
gersi la formula i , 64 a 2. E relativamente al detto caso 
di numeri estremi di combinazione non saprebbesi non 
riguardare come cosa opportuna per agevolare la dimos- 
trazione cercala il diminuire di essa l'impaccio con di- 
chiarare immediatamente come evidenti le soluzioni citate 
di combinazione delle quali è pure evidentemente la 
prima trovata la formula i a 64» Ed in realtà se si consi- 
deri che i 64 salti del cavallo sono circoscritti in 2 1 casi 
diversi, come vedesi nella 12* tavola, e che si è qui sopra 
soddisfatto a colpo d'occhio al caso della finale 1 2 in detta 
tavola contemplato , e che di soli tre altri casi 49 a 4 9 49 
a 8 , 7 a 2 che ivi ammettono esame non se ne ha qualche- 
duno che non sia di facilità somma ed imimediata, si 
comprenderà che i numeri estremi in combinazione 
dieno bentosto soluzione evidente. Premcfissa dunque tale 
proposizione che si vedrà utile tornisi alle formule i a x i, 
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64 a 12, 2". I a 23, 64 a i^^ etc. e si osservi che 
nello stesso modo in cui sono dedotte dalla genera- 
le, altre si deducono dalle medesime. Cosi a motivo 
dei sei numeri impari che oltre Funo e l'altro impari 
immediato combinano con 1 2 si ottengono le nuo- 
ve sei formule i, 12 a 64? 11 a 2, 2*. i a 9, 12 a 
64, II a IO, 3'. I a II, 64 a 17, 12 a 16, etc. prose- 
guendo se vuoisi per regolarità in ordine progressivo 
mediante 35, 41» 53, il che si è fatto anche preceden- 
temente giacché la serie inversa i , 64 a 2 si preter- 
mette per cominciare in seguito altro complesso di 
formule se occorre allorché si é compito il numero delle 
derivanti dalla serie diretta. Si avverte che intendesi par- 
lare delle derivanti di finale diversa, e eoa qui sopra 
non abbiasi in considerazione il 55. E chiaro pertanto 
come debbasi proseguire nella ricerca delle formule, il 
che vedesi inoltre nella tavola i3*. prodotta dal com- 
plesso primitivo, vale a dire, della serie diretta. Si osser- 
vi nella detta tavola non esistere la formula della finale 
4 ? ma ciò non fa difficoltà a cagione come si è detto dei 
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64 salti. Conseguentemente sarebbe superfluo di formare 
la tavola i4*« se non giovasse a fine di confrontarla 
colla prima e per osservare come in essa manchino le 
finali 12, 28 il che peraltro evidentemente non è di pre- 
giudizio ancorché nel primo complesso non mancasse 
solamente il 12, ma qualunque altra finale escluso 28. 
Sebbene un tale procedere addimostri il facile e regolare 
sviluppo della formula generale non si può in rapporto 
della cercata dimostrazione aver fiducia nel favorevole 
ottenuto risultato senza ricorrere a qualche altro esperi- 
mento. Se pertanto sulla detta generale o fondamentale 
I a 64 costruiscasi a caso un' altra formula deducen- 
done 57 a 64 j I a 56 la quale si sviluppi come pre- 
cedentemente e come vedesi nella tavola 1 5'., nascono 
altre formule derivate, semplici e spedite ma le finali 
4 e 28 mancano 5 e se colla tavola 16'. si adopri l'inversa 
57 a I, 64 a 58, mancano le finali ^^ 12 : dunque il 
metodo adoprato non fa terminare in 4 col principio 
57, dunque non soddisfa alla ricerca della dimostrazione, 
quantunque fuori di tale circostanza si possa agevola- 
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mente rimediare alla mancanza siccome non si fatiche- 
rebbe a trovare Sy a 64» i, 18 a 56, 17 a 8, 5 a 7, 2 
a 4» Sembrerà forse un metodo più diretto ed opportuno 
il far derivare le formule Funa dall' altra successiva- 
mente. Se pertanto riprendasi i a 64 e si scriva ovvero 
si immagini scritta l'intera serie dei numeri componenti 
la formula avviene che allorquando per avere altra finale 
ripiegasi , per cosi dire , la formula in se stessa per ren- 
dere successivo il 64 a qualche numero impari corris- 
pondente , la serie chiusa che in tal modo si forma analo- 
gamente a quanto si è altrove osservato, diventa una se- 
rie inversa in rapporto a quel che era, e la nuova formula in 
tal guisa prodotta da luogo a ripetere la stessa operazione 
per ottenere altra formula ed altra finale, e cosi in se- 
guito. Ma insorge una difficoltà che in primo luogo ap- 
partiene ai numeri angolari 3o e 38 i quali comunicando 
soltanto con gli impari immediati pongono termine alla 
successione di derivazione. In secondo luogo si rifletta 
che non basta che al numero finale non manchino gli im- 
pari di combinazione che servono a rendere chiusa la serie 

4 



fìiGendola ripiegare in se stessa^ giacché il pari a destra 
e COSI sènza interpoozione consecutivo aU' impari o può 
essere un numero il quale , come si è veduto^ è stato già 
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rammenti che un numero oltre il combinare solamente 
con i due immediati combina talvolta non solamente 
con uno di più, talvolta con due o con quattro o con 
sei- : da ciò è palese inferirsi che i 32 numeri pan finali 
devono corrispondere in complesso a 52 impari immedia- 
ti i quali mediante altre loro combina:àoni relative alle 
finali aó. una ad una formano pure in complesso altri 
io4ùnpari di combinazione. Qui si (^servi almeno dì 
passaggio, che una tal somma 32 più 104? vale a dire 
un tal numero i36 di corrispondenze in complesso di 
impari con pari , o vice versa , è lo stesso , già trovato 
altrove, dei giri dello scacchiere. All' impedimento della 
continuazione delle derivate si ha peraltro il rimedio di 
ricominciare un nuovo oitiine di derivate e cosi in 
seguito quante volte occorra e se ne presenti Foccasione. 
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A tal uopo si può riprendere la Enaie 64 seguendo come 
prima la progressiva grandezza degli impari di combina- 
zione finché siane esaurita la totalità : nello stesso modo 
le finali i2,2,6,etc. possono offrire- successivamente altri 
principi di ordini di derivate. Ciò nonostante non si soddis- 
fa a tutti i 3 a casi, si hanno formule un poco meno ses^ 
plici che altrove si son date e mancano le finali 4^ 28, 36, 
^6, Coir inversa i, 64 a 2 risultano formule più prolisse; 
e siccome mancano 1 2 e 36, emerge che la finale 36 non 
rimane soddisfatta se uh tal metodo si adopri. Per seguire 
Tandamento chiaro del detto metodo pare forse superfluo 
di riportare alcuna tavola 9 ciò non ostante oltre la 1 7". si 
è formata la 18*. con l'inversa i , 64 a 2 non tanto per ivi 
osservare la prolissità delle fòrmule quanto per estrarne 
la decima invertendola fino alla seconda cifra 64 e de- 
durne due altre tavole una in linee l'altra in numeri che 
sono scritti secondo l'andamento della spezzata : in tal 
modo si hanno in vista i non pochi cangiamenti che 
risultano nel nuovo giro i, i8 a 21, etc 64 col van- 
tag^o se non altro di qualche confronto con l'ordinaria 

4" 
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geometrica forma e numerica disposizione della generale 
I a 64* Fra l'abondanza delle serie prodotte dai due 
metodi esposti è cosa dispiacente il dover convenire che 
per una ben tenue mancanza non emani il numero to- 
tale dei giri dello scacchiere. È ben vero peraltro che 
non si è urtato in tale ostacolo che per volere circos- 
crivere in precisi limiti la quantità di tali giri , e con si 
fatta manieira la soverchia 6ducia in favorevole risultato 
condusse a trascurare ubertosissima indagine. Intendesi 
dire, come è cosa agevole a credersi, della ripetizione 
delle medesime finali. Il pervenire ad esse dipende in- 
fatti, in sostanza, in ultima analisi dalla loro situazione 
piuttosto a destra che a sinistra degli impari in occasione 
opportuna. Or non saprebbesi non vedere la somma 
varietà nata dalle ripetizioni, varietà la quale è ottima 
garanzia nel dubbio di pervenire alle occasioni mento- 
vate. Non si tace, quantunque facile a prevedere, che 
gli stessi impari immediati valgono ora in concorso degli 
altri ad invertere la serie , o porzione di essa , nel atto di 
cangiare il termine finale. Devesi pure aggiungere qual 
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cosa indispensabile che se piaccia di far variare anche il 
termine di principio per ritornare al medesimo, ci6 non 
solo è, come è noto , possibile senza difficoltà , ma inoltre 
dì varietà abondevole quantunque indiretta. È cosa 
manifesta non esser duopo di aver qui in considerazione 
la varietà la quale si è altrove esaminata e nata da 
permutazioni di termini che nella serie esistono come 
intermedj. Se poi delle ripetizioni, almeno di finale, vo- 
gliasi qualche esempio avviene di trovarne ben semplice 
nella discussa 5'j a. 6^^ i a 56 in cui le finali si sono 
inutilmente permutale per ottenerle tutte giacché il 4 
in ogni modo è rimasto escluso. Protraendo le serie a tre 
sole altre che finiscono in maniera già trovata diventa 
possibile nella quarta di terminare finalmente con 4* 
Inatti mediante l'ottenuta ultima 57 a 49? • • • •, 25 a i , 
64 a 60 si inferisce 57 a 49? . . . . , aS a i , 60 a 64» e poi 

57 a 49? , 25 a 11564 a 60, i a io, e poi 57 a 49» 

.. ^ .. .,25 a i5, IO a 1,60 a 64? 11 si i4> dunque 57 a 
49) 58 a .59, 44 ^ 4^9 4^ A 4^ ^ ^ Si 26^ ^^ a. 40, 25 a i5, 
IO a 5^ i^SiiiyS^Si 60, I a 4 come si voleva. Sembra 
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non occorrere di. altro a^ungere del presente me- 
todo \ nondimeno si è credato non superfluo il ri- 
portare il risultstto di qualche applicazione ben vasta 
avendo ricorso alla contemplata, i, 64 ^ 47) ^ ^ ^9 

i4 SI* 1^9 22 a 55, ,21 a i8. In vece di ammettere 

subito come prima 64 finale si è a ciò provveduto due 
volte dopo molte serie finché- dopo 5o di esse di nuovo 
il 64 comparisce in ultimo luogo con variatissimo giro. 
L'ordine ammesso nelle serie si deduce da 5 1 finali nelF 
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Sar, 22, 36, 4? 4^' 4^9 69 8, 52, 

* 

5o, 18, 56, 54? 60, 58, 26,. 449 4^9 

46, 4^9 2^9 ^4^ ^^9 ^^* ^49 ^^9 ^<*9 

4o, 24) 5o, 2^ 64) 12, 2, IO, 54? 

14? isy 56^ 64^ 149 54? IO, 2, 52, 

6y 4^r 52, 52, i4',. 64 mediante le sue- 
cessioni^d^ 5i impari 

5i, i5^ 57, 4i^ 49y 4^9 479 79 5^3^ 

49t' 3iv.57', 55v 61., 57, 25, £^^ 4^9 

479 4^9 ^99 ^'9 ^'9 '^9 ^^^9 ^^9 ^'' 
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17, 35, 3i, 7, I, II, I, 9, n, 
i5, I, 55, 6^, I, i5, II, 9, 33, 

7, 47) 49? ^^9 '^' '9 ^^ ?^^ rimmaginata 
I, 14? 5 a 6, 479 4^ ^ 4^' ^^ ^ ^^9 ^' ^ ^^9 ^^9 

52 a 5o, 7, 32, i5, io a 8, 53, 12 a i3, 16 a 17, 

20 a 18, 57, 60 a 58 , 25, 4^ * ^7, 22 a 24? 

3i a 29, 4^ a 49? 4 ^ ^9 ^^9 4^ ^ 449 4^9 ^ ^ ^49 
63, 56 a 5^^ 11, 64. Non si creda peraltro che siasi 
del tutto o quasi del tutto operato a caso giacché 
non sol amente si sono ad arte evitati gli angolari 3o 
e 38 i quali non danno successione; ma inoltre si è 
avuto in mira che non rimanesse, prima di desistere, un 
solo degli altri pari il quale fosse nel tempo stesso in 
compagnia tanto dell' uno quanto delF altro degli im- 
pari immediati : da ciò apparisce che la prolissa for^ 
mula infrascritta è singolare addimostrando a colpo 
d'occhio per il principio unità che a tutti i pari di fi- 
nale è possibile di soddisfare. Se le finali che mancano 
inducono a prima vista colla scarsa loro quantità all' 
idea delle- ripetizioni , un' altra osservazione che pure senza 
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ostacolo si presenta si deve adesso riferire. Laonde se si 

consideri in ciascuna delle sei tavole ciascuna finale che 
manca avviene di conoscere che in ogni caso dai due im- 
pari immediati non risultano che due o tre pari dj. com- 
binazione , vale a dire la minor quantità possibile, il 36 
per altro eccettuato^ nondimeno gli immediati di 36 non 
pervengono ad oltrepassare cinque pari di combinazione. 
Ciò premesso rammentisi, per circoscrivere in qualche 
categoria le dette finali mancanti , che la generale i a 64 
è tutta ripartita di 4 i^ 4 J^umeri a tenore della pri- 
mitiva forma geometrica di losanghe e quadrati. Succede 

pertanto che nell' una e nelF altra figura geometrica 
non si trovano che in quarto luogo, e cosi per quarto 
numero dei quattro, le discusse finali: conseguentemente 
si stabilisce che non solamente non avvi alcuna di esse 
per secondo dei quattro numeri che compongono ogni 
losanga e quadrato , ma che inoltre per ogni 2°. degli in- 
dicati 4 numeri anche in circostanza la meno favorevole 
si ottiene almeno la ricerca di tre finali in luogo di una 
sola. Se per esempio a 54 si brami di aver termine è ma-r 
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nifesfo che oltre 54 è sufficiente che si abbia in vece 56 
il quale addita subito l'altro pari della geometrica figura ; 
in oltre basta trovare So per avere 54 o 56 , giacché si ha 
la serie non interrotta e diretta o inversa 53, 54, 55, 56^ 
57. Ammettendo in si fatto modo una categoria di nu- 
meri la quale escluda riguardo a se stessa la mancanza 
delle finali è cosa facile inferire un ripiego per dimos- 
trare in maniera regolare diretta o inversa la possibilità 
voluta dei salti del cavallo degli scacchi. Imperciocché se 
vogliasi prescindere dal principio unità, relativamente al 
di cui buon effetto non si ha più alcun dubbio, non 
rimane che immaginare che siasi soddisfatto a qualunque 
altro caso generato da altri nove principi P^'^ ^ quali ad- 
ducesi, come altrove, 47? 4^9 ^9 49» ^^'^* ^^ realtà se in 
vantaggio di tali numeri , si dovessero proseguire le tavole 
regolari ad imitazione delle addotte non avrebbe che a 
procedersi al solito ma senza temere imbarazzo e nep- 
pure irregolarità per qualche mancanza di finale, sic- 
come i numeri mancanti sarebbero valevoli ad indicare 
all' uopo, e se ciò sembrasse giovevole, altre tavole, 
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quantunque inverse, regolari, definitive, decisive. Ed 
infatti poco importa che principiando da 49 non avvenga 
di terminare , per ipotesi in 64» giacché se in modo con- 
trario peraltro equivalente si principierk in ^^ per ter- 
minare in i5, l'effetto apparirà sicuro essendo il i5 il 
terzo non il primo degli impari di quadrato. Invece di 
29 sarebbe lecito di approfittare di 3 1 , ed invece di ^5 
che è r altro degli impari i quali sono in primo luogo fra 
i 4 numeri di figura geometrica, sarebbe lecito di appro- 
fittare di 2 5 impari in terzo luogo, in tal guisa rimanendo 
escluso ogni dubbio. Ma qualunque sia l'utilitk che in- 
tendasi attribuire alle percorse ricerche sulla generale i 
a 64 considerata dipendentemente dalle sue derivate si è 
creduto di non indugiare ad adottare per la cercata di- 
mostrazione la seguente. Ricorresi di nuovo alla distri- 
buzione geometrica dei numeri la quale di due in due 
rende l'impiego delle finali osservabile. Suppongasi im- 
mediatamente che allorquando la generale i a 64 oflfre 
qualsiasi finale dei numeri pari , il terminare anche 
neir altro pari corrispondente della medesima losanga 
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o quadrato sia necessità. Per conseguenza ben chiara 
se l'uno dei due non può essere una finale l'altro 
rimane indispensabilmente nello stesso divieto. Ciò posto 
avendosi ambedue le finali o essendo escluse ambedue, 
non si esita ad asserire che ammettendo esser cosa pos- 
sibile tanto nella losanga quanto nel quadrato che man> 
chino le due finali, si ammetterebbe un teorema assurdo; 
e ciò si passa a provare. Addotti qui pure i dieci numeri 
I, 47i etc. i quali produssero la totalità di i36 solu- 
zioni, si sa intanto che per i 64 salti e cos'i per numeri 
estremi di combinazione è cosa valida il riguardarli 
come di evidente risultato. Di tale fondamento è mag- 
giore adesso l'efficacia poiché dovendo essere a due a 
due o non essere ammissibili le finali diverrà talvolta 
sufficiente che la combinazione esista fi'a un numero 
impari dell' una ed un pari dell' altra figura geome- 
trica estrema. Cosi se debbasi cominciare a 29 e ter- 
minare a 62 e si prenda in vece, senza 5i adesso 
permutazione superflua, il termine in 6 per applicare 

l'osservazione, avviene che il 7 combinando con 32 la 
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possibilità della soluzione è trovala. Infatti se per ipo- 
tesi, 6 ed 8 non sieno finali, il ^ che è terzo numero di 
quadrato deve per conservare l'effetto escludere la com- 
binazione con 32 in cui si ha una finale per necessità ; il 
che apparisce erroneo : dunque in 6 si ha la finale ri- 
chiesta. Si avverte che lo stesso principio 29 genera tre 
giri di termini adesso equivalenti 2,45 54'^'^'° ""'' 
conviene trascurare. Riflettasi pertanto che non sola- 
mente le losanghe estreme non sono in communicazione, 
non solamente i terzi numeri 3, 55 sono angolari e cosi 
incapaci di produrre communicazione almeno mediante 
figure geometriche intermedie, ma che inoltre sarebbe 
anche inutile di invertere come se si volesse cominciare , 
T«T esempio , dal pari 4 e terminare all' impari 29, poiché 
)a:iip il 5o è angolare. Non si ha peraltro imbarazzo, im- 
w-e.o«diè è manifesto che se con 29, 3o, eie. si ler- 
-nm n ^. il reàduo 5,6,etc., 28 si riguarda come in- 
■lÒBaaiente fra 60 e 61 interponendo 5 e fi fra 
- ,>Tf™*;to, in tutti gli altri giri che dei i36" si 
■ non si incontra pure difficoltìt, e 
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non abbisogna ne anche il cangiar numeri come si è 

fatto fra 62 et 6; ed il metodo consiste, come prevedesi, 
in pervenire all' assurdo per escludere il diibbio. Pro- 
pongasi, per esempio, il principio 43 e la finale 5o, ed ac- 
caderà come segue, di ragionare. Se 5o et 5^2 non sono 
numeri finali l'intermedio 5 1 impedirà di terminare an- 
cora in 60 j quindi neppure 60 e 58 sono numeri finali, 
e l'intermedio 59 impedirà di terminare ancora in 44» 
ma è cosa assurda che il principio 43 non dia 44 P^*" 
finale^ dunque sarà possibile cominciando in 43 aver 
fine in 5o. Propongasi 5g come principio per compire 
il giro in 48. Il 4? intermedio & ^6 e ^S ha più pari 
in combinazione, onde preso il 42 si vedi^ che se ^6 
e 48 non sono numeri finali, neppure lo sono 42 e 
44? e l'intermedio 43 impedirà di esserlo a 26 e 28; 
dunque l'intermedio 27 esclude la finale 60, la quale 
è di necessità, dunque diventano numeri estremi So e 
48. Se in vece di 42 prendevasi il 6 che pure comu- 
nica con 47 9 si sarebbe risparmiato un quadrato di 
communicazione, il 7 combinando con 60. Ma si voglia 
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piuttosto cominciare in 7 ed aver fine in 34» Seguendo 

il metodo, come sopra si devia dallo scopo ne si in- 
contra alcun numero del primo quadrato 5,6, 7, 8. 
Invertesi pertanto come se si volesse cominciare in 34 
ed aver fine in 7. Laonde se 5 e 7 non sono numeri 
finali, l'intermedio 6 escluderà la finale 47» Cosi ^6 in- 
termedio a 45 e 47 che non sono finali escluderà 33 ; ma 
una tale finale si ha certamente col principio 36 o 34? 
dunque si ha il principio 7 ed il termine 34» Sarebbe 
superfluo proseguire e si ammette come impossìbile tanto 
nelle losanghe quanto nei quadrati la mancanza delle 
due finali : se poi di fatto l'una e l'altra mancasse, sarebbe 
soltanto indizio di qualche metodo non idoneo. Rima- 
nendo il tutto fondato nel supporre che se una delle due 
finali di losanga o quadrato si ottenga si ottiene anche 
l'altra è d'uopo ciò dimostrare. Allorquando diventa 
una finale il quarto numero delle dette geometriche 
figure è nolo che per effetto della generale i a 64 de- 
ducesi di terminare anche nel numero secondo; di qui 
la dimostrazione. Propongasi che vogliasi aver fine in 
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56 non cangiata la precedente origine in 7. G>n 36 ot- 
tenuto il 34 pure è ottenuto. Avuto solamente il 34 si 
può cercare in vece per analogia da 62 a 4 1* Se qui an- ■ 
Cora abbiasi solamente 5o è chiaro che siè soddisfatto 
alla ricerca come nel caso che si fosse avuto 52. In- 
fatti poiché realmente trovasi con" tutta facilità da 4i 
a 5o il giro ^i a 49? 4^ * i? ^4 ^ 5o, se ne ap- 
profitta per conoscere immediatamente come da 7 va- 
dasi a 36 usando il ripiego di formare il giro d'imitazione 

7 a 5, 8, 45»? 4^ ^ 4^9 ^^ ^ 5^9 29 a 3i , 5o a 52, 49? 
40, 37 a 39, 16, i3 a i5, 22 a 24, 21, 62 a 64961, 28, 

25 a 27, 60, 57 a 59, 44' 4' ^ 4^9 2 21 4? i> iS ^ 20, 
17, 12, 9 a 1 1, 54 a 56, 53, 34 a 36. Resta peraltro il 
caso che manchi tanto 52 quanto 5o, altrimenti non si 
tratterebbe che di sostituire ad un cercato numero ed 
in quarto luogo di quadrato o losanga altro che sia in 
secondo luogo ed in situazione analoga della scacchiere, 
sostituendo, quando occorre, anche al numero di origine 
e traendo profitto da geometrica disposizione di serie 
totale. Frattanto siccome nell' altra parte di dimostra- 
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ziotie supponesi per evitare le finali nulle che una fi- 
nale trovata debba aversi come trovata anche l'altra, 
succede che procedendo qui pure nello stesso modo 
risolverebbesi il quesito col quesito. Ma si evita age- 
volmente l'ostacolo giacché è sufficiente di enumerare 
pochi e semplici e giS usati ripieghi quali secondo le cir- 
costanze servono ad allontanare la delta difficoltà di 
finali nulle ed esaminate in maniera adesso non oppor- 
tuna dalle ii5 dovute soluzioni, tutti giri formati me- 
diante i 1 soliti principj i , 47 , eie. e 24 finali ; dicesi 
24 poiché sono esclusi i numeri 18, 52, Sa, 60, 58, 3o. 
La facilità come nell' esempio addotto di formare l'in- 
tero giro ha evidentemente il primo luogo. Si approfitta 
pure della combinazione di estreme geometriche figure 
come nel principio i5 e termine 48 siccome le due fi- 
naU nuWe renderebbero tale eiToneamente anche i4; 
e perciò il supporre l'origine in 49 per aver fine in 34 
JkiRiiè à ha in 22 non ammette dubbio. Serve talvolta 
là i^kare l'errore il pari il quale combina con i due 
IH» «nom dei tre che racchiudono le due finali 
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supposte nulle: cosi cominciando di nuovo da i5 per 
terminare in 2 o 4 il 1 4 sicura finale la quale combina con 
I e 5 insegna a non dubitare della finale 2 o 4? onde il sup 
porre Torigine in 49 per aver fine in 56 allorché si ha in 
54 non ammette dubbio. In vece di due finali nulle come 
vicendevolmente- escluse si osservi che nello stesso modo 
che trovando la seconda finale o quarto numero di lo- 
sanga o quadrato si trova la prima o secondo numero, 
mancando la detta prima finale manca la seconda. L'altro 
ripiego che devesi riferire consiste in perturbare l'ordine 
dei numeri di due figure geometriche successive. Per ag- 
giungere l'esempio di 29 origine e di 22 termine di giro 
si presenta invece la ricerca del giro di 39 a 24» Pertanto 
con 22 e 24, finali supposte nulle, il 23 rende nullo i8 
il quale essendo la prima finale del quadrato 17, 18, 19, 
20, rende nullo il 20 : intanto il 19 produce lo stesso ef- 
fetto con 54 e 56, ed anche con 52 seconda finale del 
quadralo 49? 5o, 5i, 52. Conseguentemente non deve 
essere possibile di terminare a 34 il quale combina con 

53 intermedio a 54? 52 : ma siccome mediante l'indicata 
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perturbazione dì giri si ottiene 35, 56, 55, 54? 59, 58, 57, 
40, etc , e COSI 54 diventa immediato supplente dì 59 , 
p«:t:iò il 54 in qualità di sicura finale che sì è resa ancora 
evidente , esclude ogni dubbio relativo a 24* ^ ^i formi 
invece la serie o perturbazione 17, 20, 19, 18, 25, 22, 21, 
24) a5, etc., mediante 21 il quale intermedio adesso a 
32, !24 combina con 40 si giunge immediatamente alF 
intento : cosi pure a cagione dello stesso 40 che combina 
con 21, 25. n numero mentovato ^o che presentasi in 
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isione del principio uno è osservabile a motivo di nu- 
meri angolari, situazione che offre invariabilmente il 52 
in quarto luogo della losanga, ma l'ostacolo è soltanto 
momentaneo giacché avuto riguardo alF altra losanga 
1,2, 35,64 incontrasi il primitivo ripiego mentre eviden- 
temente I, 64 a 2 produce 1,64 a 35, 2 a 32. Essendo 
superfluo di inserire altri esemp) non si dìjOTerisce a dichia- 
rare come cosa dimostrata che in tutti i 1 1 5 giri allor- 
quando si ha una finale si trova anche Taltra della 
medeàma losanga o del medesimo quadrato; e siccome è 
Y\)i« ^moskialo non essere possibile che Tuna e l'altra 
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manchi si conclude che a qualsiasi caso dei 1 1 5 e per 
conseguenza alla totalità di 1 56 è permesso di soddisfare. 
Che anzi l'indicazione addotta dei giri d'imitazione sug- 
gerisce Pidea di rendere più generale la dimostrazione, 
deducendosi infatti in modo non equivoco che o si voglia . 
variare il numero di principio o il numero di finale o 
l'uno e l'altro si ha l'andamento manifesto per soddis&re 
a ciascuna delle 1024 combinazioni. Colla trascorsa di- 
mostrazione si è compito quanto assumevasi di riferire 
intorno ai 65 ed ai 64 salti che nello scacchiere e me- 
diante le linee e mediante i numeri il cavallo degli scacchi 
eseguisce, ciò non ostante potendosi bramare che ora 
CvSercitato invada un campo più vasto si è creduto oppor- 
tuno il dare in tal proposito qualche accenno. Allor- 
quando da un primo scacchiere si passa ad un secondo 
contiguo al premesso e mediante tutto il lato, si ottiene 
non solamente una doppia quantità di numeri i quali ad 
evitar confusione è permesso dì indicare con apici so- 
vrapposti, ma inoltre la serie rimane chiusa vale a dire 

di 1 28 salti Imperocché se pervenendo a 3o si passi a 45' 
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risulta la formula 45>' ai', 64' a 46' e col soccorso di 46' si 
torna al primo scacchiere approfittando del passaggio 46' 
a 3i,e COSI l'intero duplice giro o serie chiusa si forma* 
Riguardo ai 127 salti vale a dire al cominciare in qual- 
siasi numero ìmpari o pari ed in qualsiasi pari ò impari 
terminare è facil cosa osservare che alla ricerca soddisfasi 
immediatamente. E per verità se è possibile il problema 
di 63 salti avviene che soltanto sia questione del modo 
non impedito di passaggio fi?a i due scacchièri principal- 
* mente se in uno di essi abbiasi origine e nelP altro si ter- 
mini; ma a ciò risponde favorevolmente la definizione 
stessa del salto di cavallo negli scacchi : per ottener pure 
di avere principio e fine nelF uno dei due scacchieri, che 
è l'altro caso a risolversi, si vede con chiarezza in ciò es- 
sere sufficiente che i due numeri estremi dei salti operati 
in uno scacchiere sieno idonei al passaggio come prima 
uno solo ricercavasi , ma a ciò risponde favorevolmente 
la possibilità stessa dei 65 salti. Allorquando al secondo 
scacchiere sovrasta un terzo inerente diviene indubitabile 
che ciò non apporta alcuna difficoltà : che se aggiungasi 



un quarto scacchiere in modo o fcomare un grande qua- 
drato diviso in 4 parti o scacchieri o quadrati che possono 
dirsi distribuenti , qui pure si conosce senza dilazione la 
possibilità di ogni giro di 255 salti quanto di ogni altro 
di 256. Ma giova oltrepassare un cosi ristretto numero di 
quadrati già detti distribuenti , che anzi non si di£ferisce 
di ammettere che il grande quadrato abbia per base 
qualsiasi multiplo di 8. Qui per verità conviene comin- 
ciare dal considerare in qual modo nel quadrato grande 
si possano occupare tutti i distribuenti in guisa che il 
primo occupato rimanga in contatto coli' ultimo. A tale 
ricerca la quale se dicesi vasta deve anche dirsi illusoria 
si provvede senza fatica. Imperocché immaginato che 
dalla destra alla sinistra si percorra tutto il rango supe- 
riore dei quadrati distribuenti avviene spontaneamente di 
discendere per tutta la prima colorila di tali quadrati : 
salendo in seguito per tutta la seconda colonna e cosi prò- 
seguendo alternativamente, si perviene nel terminare di 
salire nell' ultima colonna al contatto col primo quadrato 
ma nel solo caso di un numero pari di quadrati, peraltro 
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con evidente comunicazione dei salti del cavallo. Ri- 
mane il caso del numero dispari dei distribuenti il qua- 
le fa salire per la penultima colonna e eoa discendere per 
l'ultima $ perciò allorché si perviene alla detta penultima 
si proceda invece a destra quindi si salga per un solo dis- 
tribuente e si proceda invece a sinistra e cosi alternando 
si perverrà a fer comunicare il primo coli' ultimo distri- 
buente , ma soltanto mediante la penultima colonna cioè 
in modo dia^nale, come meglio si conoscerebbe se invece 
dei quadrati distribuenti si immaginassero scritti numeri 
dispari e pari alternativi e cosi apparisse la comunicazione 
dei due impari estremi. Anche un tal caso dì impari ade- 
risce evidentemente ai salti del cavallo non ostante l'indi- 
cata comunicazione diagonale* Conviene ora provvedere 
a tutti i casi di salti estremi che non comunicano col 
primo vale a dire ai casi di un multiplo di 64 meno 
Tunitk. Ne qui si deve continuare a riguardare i distri- 
buenti come semplici numeri ma risolvere la difficoltà in 

maniera che estrinsecamente dipenda dai salti del ca- 
vallo. A tale oggetti non si considera il grande quadrato 




come diviso rapporto alla situazione dei distribuenti es- 
tremi tutto al più in tre rettangoli, ma in vece si ris- 
torna alla serie totale chiusa la quale in due serie di- 
videsi per effetto del termine finale che non combina col 
primo. Da ciò che si è detto riguardo a due , tre o quattro 
scacchieri si comprende che dall' uno alF altro ad ometto 
di retrocedere in seguito, si ha passaggio tanto mediante 
numeri intermedj della serie di uno dei due scacchieri 
come 3o, 3 1, 4^5 4^ 9 quanto allorché nelF una o nelF 
altra serie o in ambedue sono i numeri estremi di esse im- 
pegnati air passaggio : d'altronde quando si ha soltanto 
contatto di scacchieri a motivo della diagonale, si per- 
mette per passaggio di formare per uno dei giri il sempli- 
cissimo 3 a 5, 8 a 64, i a a, 7 a 6, il che serve a rap 
presentare lo scacchiere numerico alla memoria disposto 
all' uopo ed in modo facile a ritenersi. Laonde diventa 
cosi ben agevole se ora vogliasi investigare il giro totale 
cercato il pervenire all' intento, e maggiormente ancora 
se vogliasi riflettere che dovendosi soltanto provvedere 
all' una o all' altra delle due in cui dividesi la serie 
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totale chiusa si può di più in generale evitare il caso 

meno semplice ed unico di due scacchieri in contatto 
mediante prolungazione della diagonale. Perciò sup- 
ponendo che neir indicato quadrato grande e prodotto 
da quattro scacchieri l'ultimo dei mentovati e supe- 
riore al primo divenga invece il primo a sinistra e sia 
in esso l'uno dei due numeri estremi del giro tota- 
le, si immagini in seguito che i tre rimanenti scac- 
chieri sieno la totalità dell' una delle due porzioni in 
cui si dividono i distribuenti osservando nel tempo stesso 
che si è voluto evitare l'indicato caso delle diagonale. 
Fatto uso di nuovo degli apici per non avere confusione 
nei numeri dei tre distribuenti dei quali si considera 
come ultimo il sovrapposto al terzo supponesi che nel 
quarto distribuente o primo a sinistra sia il numero 29 
Torigine del giro totale a cui trattasi ora di provvedere 
relativamente soltanto alla porzione percorsa mediante 
i numeri degli apici ', ", '" oltre i 64 numeri senza 
apici. Pertanto avviene che nella prima sèrie sia dato 

« 

di inserire le tre rimanenti siccome conoscesi nel ^ro 
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che producesi 29 a 3o, 45' a 3i', 46" a 54", 59'" a 64'", 
i" a 58'", 55" a 64", i" a 45", 3o' a i',64' a 46', 3i et€. 
Se poi nel medesimo distribuente si voglia supporre il 
primo e l'ultimo numero del giro intero, il caso della dia- 
gonale ricomparisce, ma per quanto si è accennato nep- 
pure in ciò saprebbesi incontrare ostacolo : la qual cosa 
anche il solo esempio addotto serve a far conoscere sic- 
come tolto il quadrato degli apici " rimane se vuoisi 29 
a 3o, 45' a i', 64' a 63', 56' a 62', 3'" a 5'", 8'" a 64'", i'" a 
2'", ']'" a 6'", 55' a ^6\ 3i etc. Per rapporto al triangolo 
si rifletterà come compongasi mediante un qualsiasi qua- 
drato di distribuenti in guisa a formare un triangolo 
rettangolo il quale può dirsi dentato. Se nella prima co- 
lonna del detto quadrato salgasi avuto principio nel 
secondo distribuente di essa fino alP ultimo inclusiva- 
mente, e quindi per eflfetto della diagonale si scenda nella 
seconda colonna e cosi si alterni trascurato il rango 
inferiore dei quadrati minori o distribuenti fino ad oc- 
cupare tutti quelli che costituiscono la diagonale ed in 
fine si percorra da destra a sinistra il rango trascurato 
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inferiore $iotterrìi non solo il detto triangolo dentato ma in 
oltre col primo l'ultimo distribuente sarà in combinazione. 
Peraltro apparisce che i quadrati minori o distribuenti 
che formano la diajgonale combinano a due a due me- 
diante porzione di essa finché nel caso del quadrato mag- 
giore composto di un numero impari di minori l'ultimo 
di essi combina mediante l'angolo non solo col penultimo 
dei detti minori ma di più col precedente. Non ostante 
che in opposizione a quanto incontravasi nei quadrati 
grandi si abbiano ora più coppie di distribuenti ciò non 
apporta difficoltà coli' aver relazione a quel che si è refe- 
rito in tale oggetto e coli' evitare il caso qui esposto della 
diagonale triplice ricorrendo come prima alla porzione di 
giro che evitava la coppia dei distribuenti. È ben vero 
che rimane qui pure il caso del principio e fine in un me- 
desimo complesso di 64 numeri 5 ma si rifletta che la 
triplice diagonale svanisce quando si voglia giacché es- 
sendo in essa compreso l'ultimo distribuente a destra si 
vede che si può invece dì esso occupare senza indugio il 
penultimo salvo il percorrere i numeri dell' ultimo 
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quando l'altro ne oflBre l'occasione il che a motivo dell' 
unione mediante il lato, non manca. Del resto combi- 
nando e variando le geometriche figure ad oggetto al so- 
lito di trascorrere la superficie piana per occupare ad uno 
ad uno gli spazj elementari o caselle si avrò più o meno 
favorevole risultato secondo le circostanze della qualità , 
del numero , della grandezza relativa, della distribuzione 
parziale e totale. Che se ad un distribuente o ad una co- 
lonna di essi, altri si facciano succedere o altre colonne, 
le quali ne contengano la medesima quantità indetermi- 
nata si comprenderò che in tal modo nel mentre che si 
hanno pure le serie dei numeri naturali rappresentate 
dai distribuenti, risulta nel tempo stesso che per opera 
della serie riflettente con ordinato disordine, quanto 
piaccia si procede. Frattanto le investigazioni al di la 
dei limiti ristretti dello scacchiere non solamente fecon- 
dano la serie riflettente ma cangiano ancora la qualità di 
certi numeri , qualità relativa alla loro situazione. Q>sì 
nel rettangolo di due o più quadrati consecutivi il 20, 

il 62, il 5i, il 27 non proseguono ad avere un solo 

7.. 
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numero di combinazione oltre gli immediali 5 peraltro 

* 

intendesi di non aver riguardo che ai numeri angolari 
i quali allorché erano tali provveduti dei soli immediati 
interrompevano anche delle serie derivate di ripetizione 
l'andamento successivo. Si è pertanto rimediato , per eoa 
dire, a un difetto relativamente a 55 e 3o e perciò, può 
dirsi, senza un vantagio definitivo giacché a 38 e 3 e cosi 
alla serie derivata la difficoltà d'interruzione rimane. Ne 
si vede in qual mòdo la superficie piana di scacchiere o 
distribuente possa dare alle derivate un corso libero : se 
peraltro vogliasi ad ogni modo togliere l'ostacolo ricor- 
rasi alla superficie curva di zona o cilindro. Confonden- 
dosi in tal caso il primo coli' ultimo lato del rettangolo 
o del quadrato totale non si hanno numeri con meno di 
4 combinazioni , còsi più di quel che si cercava : e se non 
abbiasi che lo scacchiere, la prima colonna di numeri 
aderisce all' ultima e 38 combina con 19 e 23 come 3 
con 28 e 58. Ottenuti in si fatta guisa nuovi rapporti di 
numeri nella generale i a 64 mediante il cilindro e per- 
ciò col prescindere dalla spezzata in linee rette, ne deriva 
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che se si volesse variare nel tempo stesso anche la lun- 
ghezza delle linee e considerare per esempio, per base del 
cilindro il rango ultimo delle caselle o numeri 5,6, etc. 
gioverebbe rendere convergenti i lati normali che produ- 
cono le caselle, fino a rendere quelle del primo rango 
triangolari; e cosi invece del cilindro si formerebbe il 
cono e si avrebbe una maniera di rappresentare anche in 
tale figura geometrica la serie che si è nominata riflet- 
tente. Se l'altezza del cono vada sempre diminuendo fino 
a diventare zero si ha lo scacchiere in numeri ma in 
forma circolare come e di fatto si conosce giacché si è 
creduto produrre la tavola ventunesima, altra maniera 
di rappresentare la serie riflettente nella quale peraltro le 
rettilinee spezzate ricompariscono ma con cangiamenti 
di lunghezze e perciò di angoli. Se poi per un istante im- 
maginando, invece di rintracciare nuove distribuzioni di 
numeri nel circolo , che la base del cono sia la retta che 
divìde a metà lo scacchiere, Taltro cono inverso inferiore 
al primo e della stessa grandezza si ha facendo svanire Tul- 
timo lato in vece del primo ; e siccome si poti'ebbe anche 



lo stato rettilineo dei lati concentrici variare in modo a 
produrre la sfera, risulta che la serie riflettente apparisce 
e contenuta fira i poli ed in forma sferica ; e cosi qui pure 
qualche espediente a fine di procedere rimane indicato. 

t 

Che se in luogo di maggiori investigazioni al di la della 
serie di andamento rettilineo vogliasi ad essa il ritomo, si 
otterrà ciò non ostante di evitare la superficie semplice 
come avviene se la cubica si immagini di percorrere. Infatti 
se piaccia di avere un quadrato di uno o più scacchieri 
per base, comprendesi che nelF uno o nelF altro caso 
alla serie riflettente è lecito di pervenire a percorrere il 
quadrato superiore mediante uno dei quattro laterali : 
percorso cosi il detto superiore si compirà regolarmente 
il giro totale passando in primo luogo al primo o alF ul- 
timo dei tre rimanenti. In ogni modo risulta che uno dei 
tre quadrati di angolo solido non ha alternazione di pari 
e dispari relativamente con gli altri due quadrati, la qual 
cosa è colpa dei numeri i quali non si dividono che in 
dette due qualità di pari e dispari. Peraltro rendendo cu- 
bica ogni casella un tale per cosi dire difetto svanisce, e la 



serie riflettente potrà anche l'intero solido penetrare me^ 
diante i 5 1 2 cubi elementari. Si apprende infatti immedia- 
tamente come da uno scacchiere si passi ad altro sovrappos- 
to o inferiore e formato del pari di caselle cubiche, senza 
incontrare un benché menomo cangiamento nella legge dei 
salti de cavallo degli scacchi : è ben vero frattanto l'au- 
mento di combinazioni e che si perviene ad avere una tri- 
plice quantità di esse in vece delle otto e cosi 24 è adesso 

m 

il limite. Qualora al cubo un secondo si aggiunga o più o 
meno per formare un solido più ripartito Foccupazione 
totale delle caselle è del pari evidente. Rapporto alla serie 
totale chiusa del solido nulla essendosi riferito, converrà 
il dame almeno qualche accenno relativamente al cubo. 
A tale oggetto si immagini per un istante ridotto ad un 
semplice foglio lo scacchiere ; se il foglio suppongasi pie- 
gato per la metà di altezza in guisa che il rango supe- 
riore dei numeri pervenga al contatto del rango ultimo, 
avverrò che piegata in seguito per metà la larghezza i 64 
numeri si troveranno sovrapposti per formare un cubo 
allorché si voglia supporre che le caselle diventino cubi- 
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che. Addotto pertanto in tal modo il cubo i numeri si' 

incontreranno disposti come segue i a i6, 21 a 4^9 
17 a 20, 59 a 60, 57 a 58,49 * ^^9 ^^ ^ ^^9 ^4 • laonde 
non si tratta che di alterare la disposizione ordinaria dei 
numeri dello scacchiere, procedendo finché si può e quin- 
di retrocedendo^ mirabile spontaneità colla quale nel cubo 
presentasi la serie chiusa avvenendo nel tempo stesso 
Talternazione di losanghe e quadrati. Del resto non era 

arduo neppure colle 5 1 2 unità il formare la serie chiusa : 
ed infatti se per esempio si cominci in un numero degli 
angoli superiori per compire in altro numero contiguo 
al medesimo tutto il giro dello strato numerico supe- 
riore, gioverà passando al terzo strato fare altrettanto e 
così operare alternativamente fino al penultimo; da esso 
ed evidentemente ali* ultimo strato si discende occupando 
in vece della prima la quarta casella; e terminando 
quindi nella detta prima e cosi nell' angolo il giro dì 
tutte le unità dello strato si salirà agli strati superiori 
alternando come precedentemente fino al secondo nel 
quale peraltro si terminerà il giro totale nella terza 
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casella e non nella prima, per avere la serie chiusa. Si 

deve osservare che a motivo dei numeri degli angoli del 
cubo i quali combinano con 6 numeri e non soltanto con 
due, le serie derivate non sono interrotte dall' angolo 
solido e rimane interamente libero il corso della serie ri- 
flettente j che se ciò fa credere alla risoluzione qui pure 
del problema di qualsiasi principio e termine di giro, 
la certezza se ne ha dalla detta osservazione delle alter- 
nazioni supplenti alle successioni degli strati ^ alterna- 
zione che usata all' uopo conduce rapidamente ali 
tento, quantunque a prima vista faccia dubitare del 
risultato la moltitudine dei casi. Non deve sorprendere 
anzi sembrerà forse indispensabile quanto rimane a dirsi 
giacché non si tratta soltanto di una indagine relativa 
allo scacchiere al quale non se ne aggiungono altri, ma 
di più non si fra che aumentare ben poco il numero delle 
caselle per cosi condurle alla precìsa quantità di cento. 
Ad eflfetto di maggiore connessione colle trascorse inves- 
tigazioni, in verità i 36 numeri che si aggiungono non si 

considerano, per averne in primo luogo i 36 salti, in 

8 
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forma di quadrato ma in vece ed immedialemente in 
forma di rettangolo angolare adattato al solito scacchiere 
provveduto del solito giro della spezzata. A motivo di 
semplice indicazione per numeri ignoti ma in certi limiti, 
fatto uso di lettere per accennare le caselle estreme del 
detto rettangolo si scriva A, B, C, D a sinistra ed E, F, 
G, H a destra nelle 4 caselle finali rimanendo interposta 
al rettangolo la casella 55*. e come meglio nella tavola 22*. 
che se ne oflfre. Col soccorso di dette lettere si percor- 
rono le 36 caselle con 4 sole spezzale delle quali riman- 
gono pure cosi additati i punti estremi e non manca altro 
che inserire le letlei-e a due a due fra i numeri del giro di 
64 caselle. Avuto riguardo alle permutazioni che pro- 
vengono dalle losanghe e dai quadrati nel caso adesso 
di numeri che trascurati in tali geometriche figure o non 
trascurati combinano colle lettere, l'intervento di queste 
mentre interrompe la serie non impedisce di ricom- 
porla in modo a renderla totale ed a cento salti sod- 
disfacente con gli stessi numeri estremi i, 64 ^ i^on 
ostante che si inseriscano 4 nuove spezzate provenienti 
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da 36 numeri e come si vede nella formula che segue 
I a 9, 12 a 27, E ad A, 35 a 38, B ad F, 28, G a C, 
IO a ii,D ad H^ 5i a 5o, 3i a 29, 32 a 34? 39 a 49? 
62 a 64» Frattanto la prima e l'ultima delle quattro parti 
o quadrati dello scacchiere solito conservano come per'il 
passato la serie in forma di losanghe e quadrati. Adun- 
que se un tale andamento geometrico là dove è stato al- 
terato vogliasi riprodurre ad oggetto o di formare le di- 
verse serie di 99 salti o per cercare di applicare ad esse 
la dimostirazione o per qualunque altra ragione si provve- 
derà prontamente a tale scopo col trasportare da sinistra 
a destra le lettere superiori A, B, C, D e da destra a sinis- 
tra le inferiori E , F , G , H sovrapposti ad esse gli apici ad 
evitar confusione. Infatti ideando che per siffittto modo 
vada in contatto della prima colonna dello scacchiere oiv 
dinario di 64 caselle il rettangolo angolare -in guisa 
che al medesimo in vece di 55 sia 38 il numero in- 
termedio ed A', H', analogamente a ciò che si è operato, 
sieno caselle di angoli, succederà nel rintracciare una 

seconda formula di avere opportuna la seguente, 1,4^2, 
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43 a 42, H' a D',62 a 63,CaG', 5,F a B',55 a 54, 

19 a 20, A' ad E', 6 a 189 25 a 21, 24 a 4^9 44^ ^^9 
56 a 6 1 , 6^, Ma per maggiore chiareaiza e regolarità , 
trattandosi in qualche modo dell' importante sistema 
decimale , con metodo più diretto lo scacchiere di 100 
caselle si passi a discutere. Immaginandolo come Fai- 
tro diviso in 4 parti o quadrati ed investigando di una 
di esse il giro apparisce che i quattro angoli presen- 
tano subito un ottagono a stella (T. 23".), e la simme- 
tria delle intermèdie situazioni dei numeri ci conduce 
agevolmente a formare in giro una spezzata intrec- 
ciata (T. 25*.), della quale l'ultimo numero che combina 
col primo di essa può servire a terminare nel centro 
del quadrato. Ma per evitare tal termine che non da- 
rebbe escita a fine di percorrere gli altri quadrati si 
osservi che i quattro ultimi numeri trovati formano 
una losanga e passando perciò dal primo di essi all' 
ultimo il quadrato terminerà in modo utile , e si dovrà 
senz' altro scrivere il 23 nel centro ed il 25 ove scri- 
vevasi il 23. Per si semplice cangiamento si potrà nel con- 
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tiguo quadrato a destra cominciare egualmente nelF an- 
golo di esso, e vedonsi immediatamente riempile le cento 
situazioni, mentre pur l'ultima colla prima con salto di 
cavallo combina (T. 24*9 T. 25*). Ma ritornando al primo 
quadrato e fatta riflessione alla centrale situazione del 23 
apparisce come mediante esso ottengasi invece di 25 di 
terminare in qualunque degli impari precedenti. Coià vo- 
lendosi , per esempio, 1 1 per venticinquesimo avremo 
con evidenza i a 10, 25 a 25, 22 a 11; e per avere il 5 
per venticinquesimo avremo ia499^ io, 23 a 25, 
22a II, 8 a 5. Conviene pertanto in primo luogo Tesarne 
dei numeri nei quali termina Finterò giro di cento numeri 
allorché desso ha principio e termine in un medesimo dei 
quattro piccoli quadrati. Persistendo a tal fine nel primo 
di tali quadrati, giacché senza dimostrazione, apparisce 
che ciò é sufficiente, la forma stellata dell' ottagono ci in- 
dica in qual modo si possa cominciare negli angoli cioè in 
7, 5, 1, trascurato l'angolo 3 come superfluo, ed aver ter- 
mine nelF ottagono medesimo. Ed infatti poiché il prin- 
cipio, per esempio, 9 della spezzata a corona o intrec- 
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oìrtta permette senza dubbio di terminarla in qualsiasi dei 
suoi numeri impari, col principio 7 si termina per esem- 
pio in 2 ponendo 7, 6, 5, 4» 3, sortendo dal piccolo qua- 
drato e nel rientrare serbando per ultimo l'acuziangolo 
8 , I, 2. In 4 si terminerebbe coli' acuziangolo 6, 5, 4» Co- 
minciando da 5 e terminando in 2 o in 8 si opera in modo 
eguale. Si vede poi che i darebbe il termine 4 col porre 
l'ottusiangolo i, 2, 3, sortire e rientrando terminare con 
8 , 7 , 6 , 5 , 4 5 si opererebbe egualmente se invece si ter- 
minasse in 6. Riguardo al terminare negli altri pari del 
quadrato in questione , conservando negli angoli l'origine 
dell'intero giro, si osservi che l'ottagono, qualunque sia 
l'angolo acuto in cui comincia, combina indistintamente 
con uno dei numeri intermedj 9, i3, 17, 21 ; quindi si 
termina agevolmente nei numeri pari che li precedono o 
li seguono approfittando soltanto di 9 e 25 a fine di per- 
correre i tre quadrati restanti e ritornare nel primo. Vo- 
gliasi per esempio cominciando in 7 terminare in 20 sì 
avrà evidentemente il giro 7a8, ia6, 2ia 100, 9 a 20, e 
per terminare in 22 il giro 7 a 8, i a 6, 2 1 a 9, 100 a 22. Ri- 
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guardo poi all' altro caso che devesi investigare, e meno 

semplice, vale a dire al caso di principiare e finire fuori 
dell' angolo e sempre nel discusso quadrato, giova il 
partire dalla regola fondamentale d'indagine non ardua 
che unendo ai 9 primi ogni volta due numeri si hanno 
tutti i pari del pìccolo quadrato non compresi nel!' ot- 
tagono a stella quadrangolare fuorché l'ultimo pari a 
cagione del penultimio impari centrale, ma desso non 
ammette dubbio. Cosi per terminare, per esempio, in 
12 cominciando da 9, si ha subito il giro 9 a 11, 8 a 
I, 100 a 12. Che se al ottagono in vece del numero 9 
si passi per esempio , col 1 7 il metodo in sostanza rimane 
il medesimo , poiché se approfittando della permutazione 



nell' ordine degli ìmpari della losanga 22, 23, 24^ 25 si 
ponga il giro 17 a 22, 25 a 23, 16 a 9 si vede che allorché 
siasi ottenuto 24 la coppia 24» 23 che a motivo del cen- 
trale 23 ed in vece di incontrare i pari dell' ottagono ci 
fa passar oltre mediante la coppia 16, 1 5 non apporta 
pregiudizio, mentre è chiaro il 16 non ammetter dub- 
bio. Adoprando in vece del 17 il 25, il 23, ovvero altro 
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impari, la regola rimane chiaramente la stessa, e la sim- 
metria dell' ottagono ci fa vedere che non vi è timore 
di terminar in 5 che non permetterebbe di continuare il 
giro. Per terminar poi nei pari del detto ottagono non si 
ha che a compire la spezzata, compire gli altri quadrati , 
e penetrare in esso mediante i o 3 o 7, il che non pre- 
senta difficoltà. Rimane soltanto la ricerca dei giri i 
quali, avendo principio nel primo quadrato poiché ciò 
si vedrà essere sufficiente , vanno a terminare in uno dei 
tre rimanenti, ricerca ben facile ora che alle altre si è 
provveduto. Tre casi si presentano : o si dovrà terminare 
nel secondo o quarto quadrato, il che seguirà la stessa re- 
gola, o in secondo luogo si dovrà terminar nei pari dell' 
ottagono del 3** quadrato, o in terzo luogo nei pari della 
spezzata intrecciata del detto. Per risolvere il caso primo 
basta rendere consecutive le spezzate intrecciate, ed in 
seguilo gli ottagoni del 2*. e 3°. quadrato ovvero del 
<^ìarU) e terzo se nel quarto non si vuole terminare, ben 
VxWtto cìie daWe spezzate siasi disunito in favore degli 
vAXa^xW numero che in ciascuna prendesi come primo. 
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Ed infatti se vogliasi Fesempio da 5 a 28, si sa che il 

primo quadrato può terminare in uno, che la spezzata 
del quarto quadrato può cominciare in 100 ed avere per 
penultimo termine 87, che il terzo quadrato, omessi 9 
numeri, può cominciare in -74 conservato ultimo numero 
75, che passando a 76 si può compire in 88 il quarto qua- 
drato, e quipdi il terzo mediante 5 1 e 59, si sa infine che 
se vogliasi passare ad un numero angolare 3o o 62 si pos- 
sono avere tutti i aS del secondo quadrato e compire in 
28 il giro come si desidera. Per risolvere il caso secondo 
non si ha che a compire due quadrati , compire la spez- 
zata del terzo, e compito anche il restante quadrato all' 
ottagono del terzo ritornare. Q/yèi ritornando ad i e ter- 
minando a 58 si ha r a 5o, 59 a 100, 5i a 58. Nel rima- 
nente e terzo caso, vale a dire allorché si vuol terminare 
in un numero pari della spezzata del terzo quadrato , 
giova evidentemente ricorrere alF emesso principio che 
unendo ai 9 primi ogni volta due numeri si hanno tutti i 
pari non compresi nelF ottagono fuorché l'ultimo che pe- 
raltro non ammette dubbio. E per addurre qui pure un 
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esempio da i si terminerà in 64 ponendo il giro 1 a 5o, 

59 a 63, 52 a 58, 5i, 100 a 64* Tali indagini che sopra 
cento numeri sono state aggiunte ci additano la via che il 
cavallo degli scacchi percorre non meno felicemente nel 
sistema decimale 5 e qui pure vedesi la geometria combi- 
nata in modo anche più semplice coi numeri, e la serie 
riflettente dar vita ad un aritmetica che potrebbe dirsi 
geometrica, e cosi il problema del salto non interrotto 
del cavallo degli scacchi , il quale di essa a cagione di nu- 
meri in situazione geometrica, era l'origine ne addiver- 
rebbe la dipendenza : che se poi non vogliasi il cavallo 
degli scacchi ad altro esercitato che al celebre suo giuoco 
ed in mézzo alle sue guerresche abitudini, le investiga- 
zioni che si sono addotte ci condurranno allo scopo di 
renderlo alle battaglie più destro. 
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* 8 49 a 3a, 7 a i, 64 a So, 3i a 8. 

Da 7 a 6 ■ 

* a • 7 a 5, 8 a 64, I , 4 a a. 

a 5o da 17 a 16. 

Da 43 a fyA -. 

a a da 5 a 4- 

Da 39 a 48 da 56 a 57 , 

o con disparì, 39 a 47, a6 a a8, 25 a i, 64 a 48. 
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I a 


II. 


.1 a 


II, 


I a 

1 
I . 
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> 

• ■ 



64 a la. 
64 a a4- 
64 a 16. 

64 a 34- 
64 a 38. 
64 a 62. 
la a 64 
la a 64 
64 a 17 

64 a 41 
64 a 53 

a4 A 64 
64 a 3i 
64 a 43 
64 a 47 
12 a 64 
12 a 64 
12 a 43 
64 a 17 

64 a 41 
64 a 49 

64 a 53 

64 a 53 

12 a 53 

12 a 43 

64 a 37 

64 a 57 

64 a 4g 

64 a 53 

12 a 53 



II a 2. 

11 a IO. 

12 a 16* 
12 a 4o* 
12 a 52. 

23 a 22. 

24 a 3o. 
26 a 4>* 
26 a 46- 
II a 7 

11 a 9 
2 a II 

12 a i3 
12 a 17 
4o a 12 
12 a 19 
12 a 49 

8 a 2 
2 a II 
i4 a 16 
18 a 40 
40 a 29 
12 a 3i 
8 a 2 



2 a 6« 

^ a 8. 

64 a 44. 

16 a i4* 
4o a 18. 
4i a 48. 
52 a 20. 
52 a 5o. 

9 a II y 64 a 54* 

64 a 59, 44 ^ ^' 
i3 a 12, 17 a 36. 

17 a i2| 4i ^ ^* 
48 a 419 121 a 28. 
5o a 52, 49 ^ 32. 

9 a II, 64 a 61, 54 a 60. 
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64 a la. 
64 a 24. 
64 a 26. 
64 a 34. 
64 a 38 
64 a 6a 
la a 64 
13 a 64 
64 a 17 

64 a 4i 
64 a 53 

a4 a 64 
64 a 3i 
64 a 43 
64 a 47 
la a 64 
la a 64 
12 a 43 
64 a 17 
64 a 41 
64 a 4g 
64 a 53 
64 a 53 

12 a 53 
la a 43 
64 a 37 
64 a 57 
64 a 49 
64 a 53 

13 a 53 



II a 3 

11 a IO 

12 a 16 

13 a 40 
13 a 5a 

33 a 33 

34 a 3o 
36 a 4> 
26 a 46 
II a 7 
Il a 9 

3 a II 
13 a i3 
13 a 17 
4o a 13 
13 a 19 
13 a 49 

8 a 3 

3 a II 
i4 a 16 
18 a 4o 
40 a 39 
i3 a 3i 

8 a 3 



3 a 6« 

2i a 8. 

64 a 44. 

16 a i4* 
4o a 18. 
4i a 48. 
53 a 30. 
53 a 5o. 

9 a II, 64 a 54* 
64 a 59, 44 a ^* 
i3 a i3y 17 a 36. 

17 a 13, 41 ^ ^* 
48 a 4i> i^ s^ ^8- 
5o a 53, 49 a 33. 

9 a II, 64 a 61 y 54 a 60. 
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45 a 44. 




57 a 25. 


f 58 a 64, I 9 '4 a i5, 22 a 24, 


21 a 16, 


i3 a 9, 
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57 a 43; 


f 2 a i3, 16 a 21, 24 a 22, i5 a i4. 
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64 a 58, 


25 a 43* 


57 


, 18 a 39, 46 a 48, 45 a 4O9 17 a i, 


64 a 58, 


49 » 53, 


56 a 54. 
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25 a 1, 
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r. 47. 



I a 64. 


I a II, 64 a is« 


I y 12 a 64» Ila a. 


I y 12 a 64« II a 7, a a 6. 


I 9 la a 479 6 a a, 7 a 11, 64 a 48- 


I , la a ag, 48 a 64, 1 1 a 7, a a 6, 47 a 3o. 


I a a3, 64 a a4. 


1 a ai, a4 a 64f ^3 a aa. 


I a i5, aa a a3, 64 a a49 21 a 16. ^ 


I a i3, 16 a ai, a4 a 64» 23 a aa, i5 a i4- 


I a i3, 16 a ai, a4 a 37, i4 a i5, aa a a3, 64 a 38. 


i a a5, 64 a a6. 


I a aS, 64 a 43, 26 a H^. 


1 a a5, 64 a 47« 4^ a a6, 43 a ^6. 


i a a5, 64 a 47, 4a a 33, 46 a 43, a6 a 3a. 


I a 7, 3a a a6, 43 a 4^» 33 a 4^) 4? ^ ^4> ^5 a 8. 


I a 7, 3a a a6, 43 a 469 33 a 39, 8 a a5, 64 a 47» 4^ a 4o. 


I a 7, 3a a 26, 43 a 46, 33 a 39, 8 a 17, 4® a 4^> 47 a 64, 25 a 18. 


I a 7, 3a a a6, 43 a 46, 33 a 39, 8 a 17, ^0 a ^%, 47 a 49» 18 a aS, 64 a 5o. 


1 a 33, 64 a 34. 


I a 33, 64 a 53, 34 a Sa. 


1 a 19, 5a a 34, 53 a 64, 33 a ao. 


I a 61, 64 a 6a. 


1 a 9, la a 64, 11 a io. 


1 , la a 43» a a II, 64 a 44* 


I , la a 43» a a II, 64 a 59, 44 a 58. 


I a a5, 64 a 61, 3a a a6, 43 a 46, 33 a 4^9 47 a 60. 


1 a aS, 64 a 61, 3a a a6, 43 a 46» 33 a 4a> 47 a 53, 60 a 54-^ 


1 X. 


i 28. 


1 36. 


I 56. 


« 



f 
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I 64 a a. 

, 64 a 7, a a 

, 64 a 47» 6 a 

, 64 a 4?» 6 A 

y 64 a 479 6 a 

f 64 a 4?» 6 A 

, 64 a 47» 6 A 



6. 
a. 



, 64 » 9t 

y 64 a 39, 8 a 

f 64 a 33y 



7 a 46. 

7 a 33, 46 A ^4* 
7 a ai, 34 a 46, 33 a 22. 
7 a i5» aa a 33, 4^ * M> ai a 16. 
7 a i3, 16 a ai, 34 a 4^, 33 a aa, i5 a i4> 
y 64 a 47f 6 a 5, 14 a i5, aa a 33, 4^ & 34, ai a 16, i3 a 7, a a 4* 
y 64 a 4?» 6 a 5, 14 a i5, aa a 33, 4^ & 4^ 4 ^ ^f 7 ^ i3, 16 a ai, 

34 a 4o* 
y 64 a 47» 6 a 5, i4 a iS, aa a 33, 4^ & 4'» 4 ^ ^> 7 ^ ^3» >6 a 17, 

40 a 34, ai a 18. 
, 64 a 47» 6 <^ 5, i4 a i5, aa a 33, 18 a ai, 34 a 4<>» 17 a 16, i3 a 7, 

a a 4» 4' ^ 46» 33 a a4. 
, 64 a 47» Sa 5, i4 a iS, aa a a3, 18 a ai, 34 a 4®» 17 a 16, i3 a 7, 

a a 4) 4' ^ 4^» 33 a 3i, a4 a 3o. 
a a 8. 

a, 9 a 38. 
a a 3a. 

, 64 a 61, 3a a a, 33 a 60. 
, 64 a 61, 3a a a7, 60 a 33, a a a6. 
, 64 a 61, 3a a a7, 60 a 43, a6 a a, 33 a 4^* 
, 64 a 53, 34 a 46, 33 a 7, a a 6, 47 a 5a. 
, 64 a 53, 34 a 48» 33 a ai, 52 a 47» 6 a a, 7 a ao. 
, 64 a 63, 34 a 48, 33 a 7, a a 6, 4? ^ ^• 
, 64 a 49» 4 ^ ^> 7 A i3, 16 a 31, 34 a 46, 33 a aa, i5 a i4i 

47 * 48. 

, 64 a 49» 4 A ^» 7 A >3, 16 a ai, 34 a 48, 33 a 39, 48 a 47» 

14 a i5, aa a a8. 
, 64 a 59, 4 ^ ^» 7 a i3, 16 a ai, 34 a 46, 33 a aa, i5 a i4i 

47 a 58. 
, 64 a 59, 4 A ^» 7 a i3, 16 a ai, 34 a 48, 33 a aa, i5 a 14, 
47 ^ 49» 58 a 5o. 

a 16, i3 a 7, a. a 4» 4^ ^ 4^> ^^ ^ ^^> 

a 56. 

a 16, i3 a 7, a a 4» 4^ ^ 4^t 33 a a2, 

a 53, 56 a 54. 

a 16, i3 a II, 54 a 56, 53 a 47» 6 a 5, 



5 a 6, 



6 a 5, 



5 a 6, 



5 a 6, 



64 a 57, 18 a ai, 34 a 4^, 1 
i5 a 14» 5 a 6, 4 

64 a 57, 18 a ai, 34 a 4^» < 
i5 a 14, 5 a 6, 4 



64 a 57, 18 a ai, 34 a 40, i 

14 a i5, aa a 33, 46 a 4^ 4 ^ ^9 7 a 10. 
64 a 45, 8 a a, 9 a 44- 
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